
단열 경계를 갖는 열방정식의 풀이
코사인 고유함수 전개와 열량 보존

공학수학 II · 강의노트 §12.5 Example 풀이

1 문제

양 끝이 단열된 막대에서 다음 초기–경계값 문제를 푼다.

ut = uxx, 0 < x < 1, 0 < t < ∞,

ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, 0 < t < ∞,

u(x, 0) = 1 + cosπx+ 0.5 cos 3πx, 0 ≤ x ≤ 1.

(1.1)

경계조건은 Neumann(2종) 조건으로, 경계를 통한 열유속 −k ux가 0임을, 즉 막대 양 끝이 단열되어 있음을
뜻한다. PDE와 경계조건이 모두 선형 동차이므로 변수분리법을 그대로 적용할 수 있다.

2 변수분리

u = X(x)T (t)를 대입하고 분리상수를 −λ로 두면

T ′

T
=

X ′′

X
= −λ =⇒ T ′ + λT = 0, X ′′ + λX = 0, X ′(0) = 0, X ′(1) = 0 (2.1)

3 고유값 문제

• λ = −k2 < 0: X = A cosh kx + B sinh kx. X ′(0) = Bk = 0 ⇒ B = 0, X ′(1) = Ak sinh k = 0 ⇒
A = 0. 자명해뿐이다.

• λ = 0: X = A+Bx. X ′(0) = X ′(1) = B = 0이므로 X = A (상수). λ0 = 0은고유값이고고유함수는
X0 = 1이다.

• λ > 0: X = C1 cos
√
λx + C2 sin

√
λx. X ′(0) = C2

√
λ = 0 ⇒ C2 = 0, X ′(1) = −C1

√
λ sin

√
λ =

0 ⇒
√
λ = nπ.

따라서
λn = (nπ)2, Xn(x) = cosnπx, Tn(t) = e−n2π2t, n = 0, 1, 2, . . . (3.1)

Dirichlet 문제(u(0, t) = u(1, t) = 0)와 달리 n = 0인 상수 모드가 존재한다는 점이 핵심이다. 이 모드는
감쇠하지 않는다(T0 = 1).

4 해의 일반형과 계수

고유함수들을 중첩하면

u(x, t) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an e
−n2π2t cosnπx, an = 2

∫ 1

0

u(x, 0) cosnπx dx. (4.1)

초기조건 1+ cosπx+0.5 cos 3πx는이미코사인급수의형태이므로, 직교성
∫ 1

0
cosmπx cosnπx dx = 1

2δmn

(m,n ≥ 1)에 의해 적분을 계산할 필요 없이

a0
2

= 1, a1 = 1, a3 = 0.5, an = 0 (n ̸= 0, 1, 3). (4.2)
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최종 해

u(x, t) = 1 + e−π2t cosπx+ 0.5 e−9π2t cos 3πx (4.3)

검산: ut = uxx는 각 항에서 성립하고, ux = −πe−π2t sinπx − 1.5πe−9π2t sin 3πx는 x = 0, 1에서 0이며,
t = 0에서 초기조건과 일치한다.

5 해의 성질

5.1 열량 보존과 정상상태

PDE를 [0, 1]에서 적분하면

d

dt

∫ 1

0

u dx =

∫ 1

0

uxx dx = ux(1, t)− ux(0, t) = 0. (5.1)

단열 막대에서는 총 열량이 보존된다. 따라서 t → ∞의 정상상태는 초기온도의 평균값
∫ 1

0
u(x, 0) dx = 1

이며, 이는 상수 모드 a0/2와 정확히 같다. (코사인 항의 적분은 모두 0이다.)

5.2 감쇠 속도

모드 n은 e−n2π2t로감쇠하므로모드 3은모드 1보다 9배빨리사라진다(그림 2). 가장느린모드의시간상수는
τ1 = 1/π2 ≈ 0.101이고, 온도 편차가 처음의 1 % 이하가 되는 시간은 t = ln 100/π2 ≈ 0.467이다. t ≳ 0.05

이후에는사실상 u ≈ 1+e−π2t cosπx로, 온도가한쪽은높고한쪽은낮은형태로평균값에다가간다(그림 1).
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그림 1: 시간에 따른 온도 분포. 양 끝에서 기울기가 0(단열)이며, 모든 곡선은 평균값 1로 수렴한다.

5.3 수치 검증

같은 문제를 유한차분(격자 201개, 경계에서는 가상점으로 ux = 0 처리)으로 풀어 해석해와 비교하였다
(표 1). 수치해의 총 열량은 모든 시간에서 1을 유지하고, 해석해와의 최대 오차는 10−5 수준이다.

비고. (i) 같은 초기조건을 Dirichlet 조건 u(0, t) = u(1, t) = 0으로 풀면 열이 양 끝으로 빠져나가 u → 0이
된다. 경계조건의종류가고유값(n = 0의존재여부)을바꾸고, 그결과정상상태가달라진다. (ii) 초기조건이
고유함수들의 유한 합이면 계수 적분을 할 필요 없이 바로 답을 쓸 수 있다. 일반적인 ϕ(x)에 대해서는
an = 2

∫ 1

0
ϕ(x) cosnπx dx를 계산한다.
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그림 2: 모드별 진폭의 감쇠(로그 눈금). 기울기는 각각 −π2, −9π2이다.

표 1: 해석해와 유한차분 수치해의 비교

t u(0, t) u(1, t)
∫ 1

0
u dx (수치해) max |uFD − u|

0.01 2.11170 −0.11170 1.000000 3.6× 10−5

0.05 1.61639 0.38361 1.000000 1.1× 10−5

0.1 1.37278 0.62722 1.000000 7.7× 10−6

0.3 1.05177 0.94823 1.000000 3.2× 10−6
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