
유한 현의 진동: 초기 속도가 주어진 경우
한 개의 정상파 모드

공학수학 II · 강의노트 §13.6 Example 풀이

1 문제

utt = c2uxx, 0 < x < L, t > 0, u(0, t) = u(L, t) = 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = sin 3πx

L
.

(1.1)

2 풀이

일반해 u =
∑

n

[
an cos nπct

L + bn sin nπct
L

]
sin nπx

L 에서 초기 변위가 0이므로 an = 0이다. 초기 속도 조건은

ut(x, 0) =

∞∑
n=1

bn
nπc

L
sin nπx

L
= sin 3πx

L
(2.1)

이다. 직교성에의해 n = 3인항만남고 b3 ·
3πc

L
= 1, 즉 b3 =

L

3πc
이다. (공식 bn = 2

nπc

∫ L

0
ut(x, 0) sin nπx

L dx

에 넣어도
∫ L

0
sin2 3πx

L dx = L
2 이므로 같은 값이 나온다.)

최종 해

u(x, t) =
L

3πc
sin 3πct

L
sin 3πx

L
(2.2)

검산. u(x, 0) = 0, ut(x, 0) =
L

3πc ·
3πc
L sin 3πx

L = sin 3πx
L 이고, x = 0, L에서 0이다.

3 해의 성질

• 3차 모드 하나만 진동하므로 x = L/3과 x = 2L/3은 항상 움직이지 않는 마디(node)이다(그림 1).

• 진동주기는 2L/(3c)이다. 진폭 L/(3πc)는초기속도의크기 1을각진동수 3πc/L로나눈값이다. 같은
초기 속도라도 높은 모드일수록 진폭이 작다.

• 변위가 최대가 되는 순간(sin 3πct
L = ±1)에는 속도가 0이고, 변위가 0인 순간에는 속도가 최대이다.

운동에너지와 위치에너지가 서로 바뀌면서 총에너지는 보존된다.
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그림 1: 반주기 동안의 현의 모양 (L = c = 1). 점선은 마디 x = 1/3, 2/3이다.
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