
대각화
대각화 가능성, 직교 대각화, 이차곡선, Am = PDmP−1

공학수학 I · 강의노트 §6.12 Example 풀이

1 대각화 가능성 판정

n× n 행렬은 일차독립인 고유벡터가 n개 있을 때 대각화 가능하다. 고윳값이 모두 다르면 항상 가능하다.

(1)
(
−9 13
−2 6

)
: λ2 + 3λ − 28 = (λ + 7)(λ − 4) = 0. 서로 다른 고윳값이므로 대각화 가능. λ = −7:

−2k1 + 13k2 = 0 ⇒ ⟨13, 2⟩; λ = 4: −13k1 + 13k2 = 0 ⇒ ⟨1, 1⟩.

P =

(
13 1
2 1

)
, D =

(
−7 0
0 4

)
.

(2)

1 −1 1
0 1 0
1 −1 1

: 둘째 행으로 전개하면 (1− λ)[(1− λ)2 − 1] = −λ(λ− 1)(λ− 2). 고윳값 0, 1, 2가 서로

다르므로 대각화 가능.

λ = 0 : ⟨−1, 0, 1⟩, λ = 1 : ⟨1, 1, 1⟩, λ = 2 : ⟨1, 0, 1⟩; P =

−1 1 1
0 1 0
1 1 1

 , D =

0 0 0
0 1 0
0 0 2

 .

(3)

1 2 0
2 −1 0
0 0 1

: (1− λ)(λ2 − 5) = 0, 고윳값 1,±
√
5. 대칭행렬이므로 당연히 대각화 가능.

λ = 1 : ⟨0, 0, 1⟩, λ = ±
√
5 : ⟨1±

√
5, 2, 0⟩; P =

0 1−
√
5 1 +

√
5

0 2 2
1 0 0

 , D =

1 0 0

0 −
√
5 0

0 0
√
5

 .

(고유벡터 ⟨1±
√
5, 2, 0⟩은 ⟨ 1±

√
5

2 , 1, 0⟩의 2배이다.)

2 대칭행렬의 직교 대각화

서로 다른 고윳값의 고유벡터는 자동으로 수직이므로 정규화만 하면 된다. 중복 고윳값이 있으면 그 고유공
간에서 수직인 고유벡터를 고른다.

(1)
(
1 1
1 1

)
: λ(λ− 2) = 0.

P =
1√
2

(
−1 1
1 1

)
, D =

(
0 0
0 2

)
.

(2)

0 1 0
1 0 0
0 0 1

: −(λ + 1)(λ − 1)2 = 0. λ = −1: ⟨−1, 1, 0⟩; λ = 1 (중복도 2): ⟨1, 1, 0⟩, ⟨0, 0, 1⟩ (이미

서로 수직).

P =

− 1√
2

1√
2

0
1√
2

1√
2

0

0 0 1

 , D =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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(3)

1 0 7
0 1 0
7 0 1

: (1− λ)[(1− λ)2 − 49] = 0, 고윳값 −6, 1, 8.

P =

− 1√
2

0 1√
2

0 1 0
1√
2

0 1√
2

 , D =

−6 0 0
0 1 0
0 0 8

 .

3 이차곡선의 판별

ax2+bxy+cy2 = xT Ax, A =

(
a b/2
b/2 c

)
. 직교행렬 P로 x = PX로좌표를회전하면 xT Ax = λ1X

2+λ2Y
2

이 된다.

(1) 5x2 − 2xy + 5y2 = 24: A =

(
5 −1
−1 5

)
, 고윳값 4 (⟨1, 1⟩), 6 (⟨−1, 1⟩).

4X2 + 6Y 2 = 24 =⇒ X2

6
+

Y 2

4
= 1 (타원).

X축은 ⟨1, 1⟩ 방향, 즉 45◦ 회전한 축이다.

(2) −3x2 + 8xy + 3y2 = 20: A =

(
−3 4
4 3

)
, 고윳값 −5 (⟨−2, 1⟩), 5 (⟨1, 2⟩).

−5X2 + 5Y 2 = 20 =⇒ Y 2

4
− X2

4
= 1 (쌍곡선).

Y 축 (⟨1, 2⟩ 방향) 위에 꼭짓점이 있다.

−4 −2 0 2 4
x

−4

−2

0

2

4

y

XY

5x2 − 2xy + 5y2 = 24

−4 −2 0 2 4
x

−4

−2

0

2

4

y

X

Y

−3x2 + 8xy + 3y2 = 20

1그림 1: 고유벡터 방향의 새 좌표축 X, Y (점선)에서 보면 두 곡선은 표준형이 된다.

비고. 고윳값의 부호가 같으면 타원, 다르면 쌍곡선이다. 즉 det A = λ1λ2 = ac − b2/4의 부호로 판별할 수
있다.
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4 주어진 고윳값과 고유벡터를 갖는 대칭행렬

세 고유벡터는 서로 수직이다 (k1 · k2 = k1 · k3 = k2 · k3 = 0). 정규화한 ui = ki/∥ki∥를 열로 하는 직교행렬
P에 대해 A = PDPT =

∑
i λiuiuT

i 이다.

A =
1

3

 1 −1 1
−1 1 −1
1 −1 1

+
3

2

 1 0 −1
0 0 0
−1 0 1

+
5

6

1 2 1
2 4 2
1 2 1

 .

답

A =
1

3

 8 4 −1
4 11 4
−1 4 8


(확인: Ak1 = k1, Ak2 = 3k2, Ak3 = 5k3.)

5 Am = PDmP−1

D = P−1AP에서 A = PDP−1이다. 거듭제곱하면 가운데의 P−1P = I가 소거된다.

Am = (PDP−1)(PDP−1) · · · (PDP−1) = PDmP−1.

(엄밀하게는수학적귀납법: Am+1 = AmA = PDmP−1PDP−1 = PDm+1P−1.) Dm은대각성분을m제곱만
하면 되므로 계산이 쉽다.

6 거듭제곱 계산

(1) A =

(
1 1
2 0

)
: 고윳값 −1 (⟨−1, 2⟩), 2 (⟨1, 1⟩).

P =

(
−1 1
2 1

)
, P−1 =

1

3

(
−1 1
2 1

)
, A5 = P

(
−1 0
0 32

)
P−1 =

1

3

(
63 33
66 30

)
=

(
21 11
22 10

)
.

(2) A =

(
6 −10
3 −5

)
: λ2 − λ = 0, 고윳값 0 (⟨5, 3⟩), 1 (⟨2, 1⟩). D10 = diag(0, 1) = D이므로

A10 = PDP−1 = A =

(
6 −10
3 −5

)
.

실제로 A2 = A (멱등행렬)이다.

7 A−1도 대각화 가능

A가 정칙이면 고윳값이 모두 0이 아니므로 D가 정칙이다. D = P−1AP의 양변의 역행렬을 취하면

D−1 = (P−1AP)−1 = P−1A−1P.

D−1 = diag(1/λ1, . . . , 1/λn)은 대각행렬이므로 같은 P가 A−1을 대각화한다.

8 P는 유일한가?

유일하지 않다.
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• 고유벡터에 0이 아닌 상수를 곱해도 고유벡터이므로 P의 각 열의 크기(부호)를 바꿀 수 있다.

• 열의 순서를 바꿀 수 있다. 이때 D의 대각성분 순서도 같이 바뀐다.

• 중복 고윳값이 있으면 그 고유공간에서 일차독립인 고유벡터를 다르게 고를 수 있다.

예: 위 문제 (1)에서 P =

(
1 −2
1 4

)
로 해도 P−1AP = diag(2,−1)이다. 유일하게 정해지는 것은 (순서를

빼면) D, 즉 고윳값들뿐이다.
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